
1

7.4     隐函数求导法

7.4.1  一个方程的情形

7.4.2  方程组的情形

7.4.3  反函数的偏导数

7.4.4   二元函数的参数表示法及偏导数



2

7.4     隐函数求导法

2 2 1 ( 0)x y y+ = > 21y x= −确定隐函数

x y x两边对 求导，注意 是关于 的函数

2 2 0yx y+ ⋅ =′
xy
y

′ = −

2 2 0 0, 0x y x y+ = = =确定函数 不可导

2 0xye + = 不能确定隐函数
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定理 7.4.1  隐函数存在定理 1  设函数
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7.4.1  一个方程的情形
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1F F dy
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∂ ∂

由于Fy 连续, 且Fy(x0,y0) ≠ 0, 所以存在(x0,y0)
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例１ 验证方程 0122 =−+ yx 在点 )1,0( 的

某邻域内能唯一确定一个可导、且 0=x 时 1=y
的隐函数 )(xfy = ，并求这函数的一阶和二阶导     
数在 0=x 的值. 

解 令 1),( 22 −+= yxyxF

则 ,2xFx = ,2 yFy =

,0)1,0( =F ,02)1,0( ≠=yF

依定理知方程 0122 =−+ yx 在点 )1,0( 的某邻域

内能唯一确定一个单值可导、且 0=x 时 1=y 的

函数 )(xfy = ． 

具有连续的偏导数，
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函数的一阶和二阶导数为 
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( , )z F x y x y=在函数 中，和 都注意： 是自变量

( , )z F x y x y=求函数 对 的偏导时，把 看成常量
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定理 7.4.2 隐函数存在定理 2  设函数
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则方程 ,,( yxF 0) =z 在点 ),,( 000 zyxP 的某一邻域

内恒能唯一确定一个连续且具有连续偏导数的函
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例 3  设 04222 =−++ zzyx ，求 2
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例 4  设 ),( xyzzyxfz ++= ，求
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整理得
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例 4  设 ),( xyzzyxfz ++= ，求
x
z

∂
∂

，
y
x
∂
∂

. 

,zyxu ++= ,xyzv =

( , )x x y z=


把

[image: image1.wmf]x


看成

[image: image2.wmf]y


z


,


的函数对

[image: image3.wmf]y


求偏导数

_995713414.unknown



_995713422.unknown



_995713404.unknown




例4  设

[image: image1.wmf])


,


(


xyz


z


y


x


f


z


+


+


=


，求

[image: image2.wmf]x


z


¶


¶


，

[image: image3.wmf]y


x


¶


¶


.

_995712504.unknown



_995713080.unknown



_995712413.unknown





14

例 4  设 ),( xyzzyxfz ++= ，求
x
z

∂
∂

，
y
x
∂
∂

. 

,zyxu ++= ,xyzv =

解法二 ,( ) ( , ),F z f x yy z xyzx z= − + +令

( )0 1x u vF f f yz= − ⋅ + ⋅ ( )0 1y u vF f f xz= − ⋅ + ⋅

( )1 1z u vF f f xy= − ⋅ + ⋅
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1 u vz

u vx f yzf
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( , , ) 0 zF x y z
x
∂

=
∂

已知 ，求

解法一：方程法

( , , ) 0
( , )

F x y z x
z f x y

x y
z

=

=

和 都是方程 两边对 求偏导，

,  确
自变量，

是因变 定量 函数

解法二：公式法

( , , ), , ,u F x y z x y z=引进 都是新的函数 自变量，

, ,x zF y z F x y求 时把 视为常量，求 时把 视为常量

x zF F求出 和 代入公式

解法三：全微分形式的不变性
z zdz dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

求两个以上偏导时建议用公式法
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变量的连续偏导数，且
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则方程组  
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例 5 设 0=− yvxu ， 1=+ xvyu ，  

      求 
x
u
∂
∂

，
y
u
∂
∂

，
x
v
∂
∂

和
y
v
∂
∂

. 

解： 运用公式推导的方法，

将所给方程的两边对 求导并移项x
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在 0≠J 的条件下，
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将所给方程的两边对 求导，用同样方法得y
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dx
dz

dx
dyxzzxyy

zyxG
zyxF

,),(),(

0),,(
0),,(

要求确定了

在一定条件下，特别地：

==





=
=

条件: (1)  F,G连同它们的一切偏导在(x0,y0,,,z0)

的邻域内连续

（2）F (x0,y0,,,z0)=0,G (x0,y0,,,z0)=0

( , , )0 0 0

( , )(3) 0
( , ) x y z

F GJ
y z

∂
= ≠

∂

注

一般：方程个数 = 因变量个数

变量个数－方程个数=自变量个数
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从中解出 dx
dz
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dy ,

两边对 求导：x

求
( , , ) 0

,
( , , ) 0

F x y z dy dz
G x y z dx dx

=
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解 运用公式推导的方法，

将所给方程的两边对 x 求导
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7.4.3  多元函数的反函数
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( )
( )

x x t
y y t
=

 =
一元函数的参数方程：

( , )
( , )

( , )

x x u v
y y u v
z z u v

=
 =
 =

7.4.4   二元函数的参数表示法及偏导数
1( )t t x−⇒ =

1( ), ( )y y t t t x−∴ = =

二元函数的参数方程：

} ( , )
( , )

u u x y
v v x y
=

⇒  =

( , )z z u v∴ = ( , )
( , )

u u x y
v v x y
=

 =
其中
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( , )
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( , )

, , , .

x x u v
x y

y y u v
u u v v
x y x y

=
 =

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

从 两边对 ， 求偏导 可以求出

方法

( , )
( , ) , .

( , )

x x u v
z zy y u v
x y

z z u v

=
∂ ∂ = ∂ ∂ =

，求

z z z
x u v

u v
x x
∂ ∂
∂

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂∂
z z z
y u v

u v
y y
∂ ∂
∂

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂∂

( , )z z u v=
( , )
( , )

u u x y
v v x y
=

 =
其中
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求偏导：两边对在 x
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例7

解

2

2

11

10

u v
x v x
v u
x u x

∂ ∂ = − ∂ ∂
 ∂ ∂ = −
 ∂ ∂

2 2

2 2

2

2 2

1

1

u u v
x u v
v v
x u v

∂
=∂ −⇒ 

∂ = ∂ −

( , ), ( , )u u x y v v x y= =注意：
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熟练掌握隐函数的偏导数的计算

（2）方程组的情形

(i)公式法； (ii)复合函数的求导法则；

(iii) 一阶全微分形式的不变性

求导方法：确定自变量及因变量，各方程对某

一个自变量求偏导，解方程组求得各因变量对这个

自变量的偏导数(或导数) .

一般：方程个数=因变量个数=函数个数

（1）单个方程的情形
理论基础是复合函数的求导法则，具体计算有

三种方法:
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